ECE1 Devoir maison n°15 2018-2019

Correction Devoir maison n°15

Exercice 1

On dispose de deux urnes U; et U, : U; contient 2 boules blanches et 2 boules noires et U, contient
une boule blanche et 3 boules noires. On effectue des tirages avec remise d’une boule selon le protocole
suivant :

— le premier tirage se fait dans I'urne Uy

— si le n'™ tirage a donné une boule blanche (resp. noire), le n + 1 iéme tirage s’effectue dans 'urne

U1 (resp. UQ)
On introduit les événements B,, (resp N,) 'le ni™ tirage donne une boule blanche (resp. noire)
note p, = P(B,).

1. Le premier tirage se fait dans 'urne 1, donc

et on

1

plzi'

Les évenements (B, N;) forment un systéme complet d’éveénements. Ainsi, d’apres la formule des
probabilités totales

p2 = p(B1) X pp,(B2) + p(N1) X p, (B2)
1 1 1 1
“2X3T3Ng
11
178
o 3
Ainsi py = g

2. On calcule 1

P(B1 0 Ba) = p(B1) x pp, (By) = |

et d'un autre coté,
P(B)><P(B)—1><§—i
! Y7278 16

‘Les évenements B; et By ne sont pas indépendants.‘

3. Les évenements (B, N,,) forment un systéme complet d’évenements. Ainsi, d’apres la formule des
probabilités totales

Pn+1 = p(Bn) X an(Bn—H) + p(Nn) X PN, (Bn-i—l)

1 1
:an*—F(l—pn)XZ

2
L pn pa
1t T
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4. On reconnait une suite arithmético-géométrique. On résout I'équation

RS DN T
Tty 1T

1
T =z
3
On pose alors la suite v, = p, — 3" On remarque que

1
Un+1:pn+1_§
_1 +1 1
TPty T3

_1( +1) 1
—a\""T3) 7 19

1 1 1 1

La suite (v, )nen+ est géométrique et vy = p; — 355" 3§ on a donc

; _1X<1>n—1
"6 \4

1 Nt o1
Ainsi, p, = 5 X () + =

4 3

n—1
Comme [1/4| <1, ona lim (> = 0 et donc
n—+oo \ 4

lim = -
n—-+o0o pn

Exercice 2

On considere I'application ¢ définie sur R par :

1
Ve e R, ¢(z)=I(z)—In(z+1)+ .

La courbe représentative de ¢ sera notée €. On rappelle que In(2) ~ 0,7 et In(3) ~ 1,1

1. On a pour tout x € R7,
1 1
o(x) = W —In(z + 1)

: : , 1
Or lim z In(z) = 0 par croissance comparée et lim — = +o00 donc
r—0 z—0

>

lim ¢(r) = +oo.

>

La courbe admet une asymptote verticale en x = 0.
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2. On a
(¥) =In ( & ) .1
7 x+1 x
Or .
lim =1,
z—+oo 1 4+ 1
1
et limIn(X)=0et lim —=0.0na
X—1 T—+00
() =0
3. — La fonction  — In(z) est de classe C* sur R%.

— La fonction x — In(x + 1) est de classe C* sur R%.
1

— La fonction  — — est de classe C? sur R¥.
x

Par somme de fonctions de classe C?,

la fonction ¢ est de classe C* sur R .

*

4. La fonction ¢ est de classe C* sur R* donc dérivable et pour tout z € R,

, 11 1
=T,
_ x(r+1) z? r+1
T 22x+1) 22(x+1)  22(x+1)
?+r—a*—x-1
a 22(z+1)
= 2_1 <0
22(z+1)

La fonction ¢ est strictement décroissante sur R7 .

5. On dresse le tableau de variation de ¢.

z 0 +0o0

Signe de ¢'(x) —

+0o0
Variations
de ¢

6. la fonction ¢ est de classe C* sur R et Vo € RY

H(ZL’) _ _(_1) X (33:2 + 21‘)
(@)’
z(3z +2)

T @arne

0

‘La fonction ¢ est convexe. ‘

7. L’équation de la tangente de ¢ en 1 est

y= @)~ 1)+ (1) = 3z~ 1) +1-In(2)

c’est a dire,
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1 3

8. La fonction ¢ est convexe, elle est donc au dessus de toutes ses tangentes,

1 3
Ve e RY, o(z) > —57 + 3 In(2)

et comme In(2) > 0,

1 3
Ve e RY,  o(z) > —57 + 3"

9. On trace

Figure 1 — Courbe % et droite A.

10. La fonction ¢ est continue et strictement décroissante sur R* et ¢(R%) = R%. Donc d’apres le
théoreme de la bijection,

il existe un unique o € R tel que (o) = 1.

(D))

De plus
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et

)= n(i)
:—ln(2)—ln<;)+2

= —1In(3) — In(2) + In(2) + 2
=2-In(3)~0,9<1

On a donc (comme la fonction ¢ est bijective, elle admet une réciproque strictement décroissante).

(1>> () > (1)<:>1<a<1
“\3) TP TR 3 2

11. On utilise la méthode de dichotomie légerement modifié

a= 1/3
b= 1/2
while abs(b-a) > 107(-2) do
c = (a+b)/2
if log(c) - log(c+l) + 1/c > 1 then
a=c
else
b=c
end
end
disp(a)

Exercice 3

1
Un joueur A dispose d'une piece qui a la propriété de faire PILE avec la probabilité 3

Un joueur B dispose d'une piéce qui a la propriété de faire PILE avec la probabilité p €]0, 1].
Les résultats des lancers de ces pieces seront toujours supposés indépendants.

Dans cette partie, on effectue le jeu suivant : Les joueurs A et B lancent leur piéce simultanément
jusqu’a ce qu’au moins une des deux pieces donne PILE.
Si A et B ont fait PILE simultanément, le jeu s’arréte sans que personne n’ait gagné d’argent.
Sinon, le premier a obtenir PILE s’arréte et l'autre continue ses lancers jusqu’a obtenir PILE également
et paye un euro a son adversaire a chacun des lancers de cette série “en solitaire’.
Par exemple, si A a obtenu PILE pour la premiere fois a son 7-ieme lancer et si B a obtenu PILE pour la
premiere fois a son 11-iéme lancer, c’est B qui doit payer a A la somme de 4 euros.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de lancers effectués par le joueur A et Y la variable
aléatoire égale au nombre de lancers effectués par le joueur Bet Z =Y — X.

1. X représente le premier succes lors d'une répétition d’expériences de Bernoulli. X suit donc une loi

géométriques de parametre 3 Y suit pour sa part une loi géométrique de parametre p. On a donc

X(Q) =N, Y(Q) =N

k—1
VkeN*, P(X=k)= (2) X ; P(Y =k)=(1—p)*'p
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(b) En passant par les sommes partielles,

WENﬁﬁme:@myzmzﬁégylx

k=1 k=1

On reconnait une somme partielle d’une série géométrique convergente. On a alors

E?mxzmmyzngx

On a donc
“+o0 p
s ( ) ( ) 1+ 2p
On a

P(Z=0)=P(X =Y)=P(U(X =k)n( =k)

=S P =AY = 1)

:fpm:mmyzm

C’est a dire P(Z =0) = | fZ :
p
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(¢) Soit n € N*. On a

P(Z=n)=P(UlX(X =k)N(Y =n+k))

:;ijP((X:k)ﬂ(Y:nJrk))
:§p<xzk)13(y:n+k)
—a-r X (3) xgx -y

k=1

+oo
=(1-p" 2 P(X=KN(¥ =k)

D’apres la question précédente,

Ainsi,

On a alors

P(Z<0)=1-P(Z=0)—P(Z>0)
. p 1-p
1+2p 1+2p

2p
P(Z <0) = o
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